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С каждой формальной теорией 𝑇 естественным образом связывается так называемая
алгебра Линденбаума-Тарского ℒ𝑇 , которая получается из алгебры всех замкнутых фор-
мул языка теории 𝑇 факторизацией по отношению 𝑇 -доказуемой эквивалентности. Как
известно, булева алгебра ℒ𝑇 не отражает теоретико-доказательственную силу теории 𝑇 .
Действительно, для любых двух достаточно сильных перечислимых непротиворечивых
теорий соответствующие им алгебры Линденбаума-Тарского являются счётными безатом-
ными булевыми алгебрами и поэтому изоморфны. Обогащение алгебры Линденбаума ℒ𝑇

унарным оператором доказуемости �𝑇 в данной формальной теории 𝑇 приводит к поня-
тию алгебры доказуемости ℳ𝑇 теории 𝑇 . Такие структуры позволяют выразить многие
факты о доказуемости и отличить разные по силе теории.

Ряд наиболее известных результатов об алгебрах доказуемости формальных теорий
был получен В. Ю. Шавруковым. В частности, он предложил необходимые и достаточ-
ные условия изоморфизма алгебр доказуемости ℳ𝑇 и ℳ𝑆 для пары формальных теорий
𝑇 и 𝑆 (см. [1, 2]). Впоследствии Г. Адамссон [3] усилил теорему Шаврукова о необходимых
условиях изоморфизма и установил, что алгебра доказуемости ℳ𝑇 зависит не только от
самой теории, но и от её конкретной аксиоматизации и формализации понятия доказуе-
мости �𝑇 . А именно, он показал, что алгебры доказуемости теории 𝑇 с операторами �𝑇

и �(6)
𝑇 (6 раз итерированный оператор доказуемости �𝑇 ) неизоморфны.
В данной работе получены дальнейшие усиления результата Шаврукова-Адамссона о

необходимых условиях изоморфизма алгебр доказуемости и построены новые связанные с
этим примеры. В частности, построены примеры пар теорий с одинаковыми (различными)
классами доказуемо тотальных вычислимых функций, но неизоморфными (изоморфны-
ми) алгебрами доказуемости, а также примеры Π1-эквивалентных теорий с неизоморфны-
ми алгебрами.

Полученные усиления также позволили снизить 6-кратную итерацию в результате
Адамссона до более естественной 2-кратной и получить более общий результат.

Теорема 1. Для любых натуральных чисел 0 < 𝑝 < 𝑞

(ℒ𝑇 ,�
(𝑝)
𝑇 ) ̸∼= (ℒ𝑇 ,�

(𝑞)
𝑇 ).

В частности, (ℒ𝑇 ,�𝑇 ) ̸∼= (ℒ𝑇 ,�𝑇�𝑇 ).

Помимо этого, построена серия примеров пар теорий, имеющих изоморфные одно-
модальные, но неизоморфные бимодальные алгебры доказуемости (с парой операторов
обычной �𝑇 и 1-доказуемости [1]𝑇 ).
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