Точные решения уравнений нестационарного фронта горения
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Математическая модель процесса горения включает уравнение реакции-адвекции-диффузии с нелинейной функцией плотности источников тепла. Мы рассматриваем уравнение реакции-адвекции-диффузии в среде, плотность источников тепла в которой пропорциональна некоторой степени температуры: 
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Значение [image: image4.png]U=0



 есть пороговое значение температуры инициализации реакции, [image: image6.png]


и [image: image8.png]Y1



 описывают интенсивность реакции горения, [image: image10.png]


 и [image: image12.png]V2



описывают потери за счет излучения. Можно принять, например, [image: image14.png]y, =4



 (закон излучения абсолютно черного тела).
Мы рассматриваем важный на практике случай, когда температура в реагирующей среде описывается уравнением реакции-диффузии-адвекции с малым параметром при старших производных: 

[image: image15.png]Vg =c'kgg + f(g%),





где [image: image17.png]g(%,t)



 есть температура среды. Наличие малого параметра отражает характерные особенности практически важных задач, в которых, во-первых, реакция происходит в неоднородной среде, но ширина фронта реакции много меньше диаметра области, а во-вторых, скорость перемещения фронта достаточно мала, так что можно считать, что пространственный профиль фронта медленно меняется со временем. Мы используем метод построения асимптотического ряда для решения этого уравнения, описанный в работе [2]. Решение представляется суммой регулярной функции [image: image19.png]


 и функции внутреннего переходного слоя (ВПС) 
[image: image20.wmf]Q

. Функция ВПС зависит от растянутой переменной [image: image22.png]


. Произведя эту замену и замену времени [image: image24.png]


, получим для функции ВПС нулевого приближения 
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 вновь уравнение реакции-диффузии, в котором малый параметр отсутствует. Теперь функция [image: image27.png]f(%,t)



 вычисляется в текущей точке расположения ВПС 
[image: image28.wmf]*
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. Таким образом, в растянутых переменных мы получим уравнение 
[image: image30.png]pu,— Vu, = ku,, + f(uw).



         (2)

Нас интересует решение уравнения (2) типа бегущей волны, [image: image32.png]u(x,t) = v(x— Wt)



, так что вместо (2) получим
      [image: image34.png]~Wpv, — Vu, = ku,, + f(uw).



       (3)

Это уравнение рассматривается на отрезке с граничными условиями первого рода и начальными условиями, обеспечивающими формирование фронта реакции. Выполним процедуру понижения порядка, [image: image36.png]e = PPy



, тогда уравнение (3) приобретет вид
[image: image37.png]—Wpp —Vp = kpp, + f(w).




Без ограничения общности можно считать 

                      [image: image39.png]Wp = kpp, + f(w).



         (4)

Получить точное явное решение этого уравнения при сколько-нибудь близких к физически оправданным функциям [image: image41.png]f(w)



 не удается. Для того, чтобы построить класс правых частей, с одной стороны достаточно широкий, чтобы в нем можно было найти функцию, достаточно близкую к физически оправданной модели, а с другой стороны такой, что уравнение (4) может быть решено аналитически, в настоящей работе используется подход, близкий к [1]. Поэтому мы рассмотрим класс физически оправданных функций, описывающих фронт реакции: 
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,  (5) 

причем [image: image45.png]v(x) = const



 при [image: image47.png]X > X



.

Поэтому возьмем [image: image49.png]


, так что уравнение (4) принимает вид 

[image: image50.png]wev? = k(cv®)(cv?), + F(v).




Поэтому можно принять функцию плотности источников в виде суммы двух степенных функций, одна из которых описывает выделение тепла за счет реакции, а другая - потери за счет излучения:  

[image: image52.png]f(v) = WCv® — kC?6v* 71,



   (6)
Для такой функции плотности источников тепла, аппроксимирующей (1), явное решение уравнения горения имеет вид (5). Скорость дрейфа фронта [image: image54.png]


 найдем из условия     [image: image56.png]flvg) =




 где [image: image58.png]vp > 0



 есть заданная температура, при которой реакция горения прекращается ввиду исчерпания горючего вещества. Эту величину можно найти из интегрального тождества [image: image60.png]“ pu,dt




 где [image: image62.png]


 есть теплота полного сгорания. Из (2) получим 
[image: image64.png]= [TV, + kg, + F(0)dt




    (7) 
Вычисление интеграла (7) мы проводим с учетом равенства  [image: image66.png]u(x,t) = v(x—Wt)



.  

Далее мы рассматриваем задачу (2) с функцией плотности источников (6). Так же, как в работе [2], мы строим формальную асимптотику решения в виде асимптотического ряда. Каждый последующий член ряда выражается в конечном счете через функции нулевого приближения, которые в рамках нашей модели известны в явном виде и выражаются через элементарные функции. Это позволяет точно найти нужное число членов ряда в явном виде. 
Итоги работы
В ходе данной работы построен класс точных решений типа движущегося фронта нестационарного уравнения реакции-диффузии в среде со степенной функцией плотности источников. Построена формальная асимптотика решения уравнения реакции-диффузии с малым параметром при старших производных, описывающего процесс горения в неоднородной среде. 
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